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Capítulo 1  

CINEMÁTICA DA PARTÍCULA 

1.1 CONSIDERAÇÕES GERAIS 

O objectivo principal da disciplina de Mecânica II é instruir e desenvolver nos 
alunos a capacidade para resolver problemas de dinâmica dos sistemas de partículas 
(ou sistemas de pontos materiais) e dos corpos rígidos. 

A dinâmica pode ser interpretada através de dois tipos de problemas: 

− Cinemática: é uma descrição matemática do movimento dos corpos 
independentemente das causas que o originam e da 
inércia que tem. 

− Cinética: estuda as leis do movimento de corpos quando 
submetidos à acção de forças. 

Por movimento entende-se o deslocamento de um corpo no espaço e no 
tempo. Esse movimento é cinematicamente conhecido quando em qualquer instante 
for possível caracterizar: 

− a posição; 

− a velocidade; e, 

− a aceleração. 

em todos os seus pontos ou partes constituintes. 

Estando a noção de movimento associada à noção das variações das posições 
dos corpos de instante para instante relativamente a pontos considerados fixo, o 
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conceito de movimento é essencialmente relativo, pois depende do referencial 
considerado. 

Exemplo: O condutor de um automóvel em movimento permanece sempre 
na mesma posição se o referencial considerado for o assento, mas 
muda de posição de instante para instante se o referencial for a 
Terra. 

Em Mecânica utiliza-se essencialmente o espaço euclidiano tridimensional, 
podendo, no entanto, em alguns casos, recorrer à geometria não euclidiana, como é 
o caso das coordenadas cilíndricas e esféricas (não cartesianas). 

Na Mecânica II consideram-se válidas as hipóteses fundamentais da mecânica 
racional de Newton: 

− o espaço tem três dimensões e é absoluto e imutável; 

− o tempo também é absoluto e imutável. 

Esta hipótese é válida para os problemas de Engenharia Civil, mas não serve 
para a Engenharia Aeroespacial Intergaláctica, onde será necessário utilizar os 
conceitos da Mecânica Einsteineana relativista. 

Portanto, nos problemas que irão ser abordados, o tempo é a variável 
independente, sendo todas as outras variáveis e características expressas à custa 
dele. 

Nos problemas que serão estudados, existirá sempre uma origem espacial 
euclidiana e uma origem temporal cronológica. 

Numa primeira parte irá ser abordada a cinemática da partícula (ou do ponto 
material). O termo partícula não significa que o estudo está limitado a corpúsculos; 
indica sim, que, os corpos em movimento – que podem ser tão grandes como 
automóveis, foguetes, aviões ou planetas – são considerados sem olhar à sua 
dimensão. Isto é, a sua dimensão é desprezável em comparação com a amplitude do 
seu movimento. Neste caso, o corpo é entendido como um todo, não se 
considerando qualquer rotação em torno do seu centro de massa. Nos casos em que 
não se pode alhear dessa rotação, os corpos não podem ser considerados como 
partículas e terão de ser considerados como corpos rígidos. 
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Exemplo: Os planetas do sistema solar podem ser considerados como 
partículas quando se estuda o seu movimento em torno do Sol, 
mas não podem ser assim considerados quando se estuda o seu 
movimento em torno do seu eixo de rotação. 

1.2 DESCRIÇÃO DO MOVIMENTO 

O movimento da partícula pode ser descrito de duas maneiras (embora 
equivalentes): 

− através do vector posição, (t)rr ; 

− através das equações cartesianas obtidas da trajectória
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da lei horária do movimento sobre a trajectória, s = s(t). 

1.2.1 Descrição do movimento através do vector posição, (t)rr  

– Vector posição, )(trr : 

É o vector que une o ponto O 
(considerado fixo) com o 
ponto P no instante t. 

– Trajectória: 

É o lugar geométrico das 
sucessivas posições do ponto 
P ao descrever o seu 
movimento. 

i
r

, j
r

, k
r

 → versores (vectores unitários) do 
referencial cartesiano Oxyz. 

Figura 1.1 - Definição de vector posição, )(trr . 

O vector posição, )(trr , é escrito em função das três direcções coordenada, 
respectivamente, Ox, Oy e Oz: 

 ktzjtyitxOPOPtr
rrrr
⋅+⋅+⋅==−= )()()()(  (1.1) 



Cinemática da partícula 

4 

Portanto, as componentes cartesianas do vector posição (ou seja, as equações 
paramétricas da trajectória) são: 
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1.2.2 Descrição do movimento através da trajectória e da lei horária 

Para se caracterizar completamente o movimento de uma partícula é 
necessário conhecer não só a sua trajectória, mas também o modo como essa 
partícula se desloca ao longo da trajectória, isto é, a lei horária do movimento. 

Sendo s a abcissa curvilínea (medida sobre a trajectória) a posição do ponto P, 
no instante t, será dada pela: 

– Equação cartesiana da trajectória 
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 (1.3) 

e pela; 

– Lei horária do movimento 

 s = s(t)       (1.4) 
Figura 1.2 - Lei horária do movimento, s(t). 

1.2.3 Equivalência ou dualidade das duas descrições de movimento 

1.2.3.1.1 Dado o vector posição, )(trr , determinar a trajectória e a lei horária 

Dado o vector posição ktzjtyitxtr
rrrr
⋅+⋅+⋅== )()()()( , obtém-se as 

equações paramétricas da trajectória: 
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Por eliminação do parâmetro t nestas equações, obtém-se a equação 
cartesiana da trajectória: 





=
=

0)(
0)(

2

1

x,y,zf
x,y,zf

 

Para obter a lei horária 
considere-se dois instantes 
sucessivos separados por um 
intervalo de tempo ∆t. 

Seja ∆s o arco entretanto 
percorrido e ∆r a corda 
correspondente. Então: 

222 zrr xy ∆+∆=∆     (1.5a) 

e       222 yxrxy ∆+∆=∆     (1.5b) 

ou seja,
2222 zyxr ∆+∆+∆=∆    (1.5c) 

Figura 1.3 - Equivalência entre as duas descrições. 

Quando o intervalo de tempo infinitesimal, ∆t, tende para zero (∆t→0) a 
corda tende para o arco, isto é: 

 1lim
0

==
∆
∆

→∆ dr
ds

t
s

t
 (1.6) 

Donde, no limite: 

 ⇒++== 22222 dzdydxdrds   

 222 dzdydxds ++=⇒  (1.7)  

Como, 



Cinemática da partícula 

6 

 








⋅′=
⋅′=
⋅′=

⇒














=′

=′

=′

dttzdz
dttydy
dttxdx

dt
dztz
dt
dyty
dt
dxtx

)(
)(
)(

)(

)(

)(

 (1.8)  

Então, 

 [ ] [ ] [ ] dttztytxds ⋅′′+′= 222 )()()(  (1.9)  

Integrando, obtém-se a lei horária: 

 [ ] [ ] [ ] ∫∫ ⋅=⋅′′+′==
tt

dttvdttztytxtss )()()()()( 222  (1.10)  

Onde, como se irá ver, a expressão: 

 [ ] [ ] [ ]222 )()()()( tztytxtv ′′+′=  (1.11)  

é a velocidade escalar instantânea, e )(tx′ , )(ty′ , )(tz′ , são as 
componentes do vector velocidade. 

1.2.3.1.2 Dada a trajectória e a lei horária, determinar o vector posição 

Viu-se que 22222 dzdydxdrds ++== , por outro lado, 

 [ ] 2222)()( dzdydxdttsdttsds ++=⋅′⇒⋅′=  (1.12)  

ou seja, 

 ⇒⋅













+






=⋅′ dt

dt
dz

dt
dy

dt
dxdtts

222

)(    

 
222

)( 













+






=′⇒

dt
dz

dt
dy

dt
dxts  (1.13)  

Como já se viu, a velocidade escalar instantânea é: )()( tvdtdsts ==′ . 
Então o problema consiste em resolver o seguinte sistema de três 
equações: 
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dz
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dy

dt
dxtvts

 (1.14)  

1.3 DEFINIÇÃO DE VELOCIDADE 

1.3.1 Expressão vectorial da velocidade 

Considere-se o movimento de uma 
partícula definido pelo vector de 
posição )(trr rr

= . 

Supondo que no instante t a 
partícula está em P e, no instante 
t+∆t está em Q. 

O vector posição em Q é 
)( ttrr ∆+=

rr . 

Figura 1.4 - Definição de velocidade vectorial. 

Designa-se velocidade vectorial média no intervalo de tempo ∆t ao vector 
definido pela seguinte expressão: 

 [ ] t
r

t
trttr

ttt
rr

v PQ
tt,tm ∆

∆
=

∆
−∆+

=
−∆+

−
=

∆+

rrrrr
r )()(

)(
 (1.15) 

Designa-se por velocidade vectorial instantânea (ou vector velocidade 
instantânea) no instante t (ou no ponto P) ao vector definido pela seguinte 
expressão: 

 
dt

trd
t
rtvv

tP
)(lim)(

0

rr
rr

=
∆
∆

==
→∆

 (1.16) 
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Como no limite o arco se confunde com a corda e com a tangente, a direcção do 
vector velocidade instantânea é a da tangente à trajectória no ponto considerado; o 
sentido deste vector é o do movimento. 

As componentes cartesianas do vector velocidade instantânea são as seguintes: 

 k
dt

tdzj
dt

tdyi
dt

tdxktvjtvitv
dt

trdtv zyx

rrrrrrr
r

⋅+⋅+⋅=⋅+⋅+⋅==
)()()()()()()()(  (1.17a) 

ou, escrevendo de outra forma, 

 

)()()()(

)()()()(

)()()()(

tztz
dt

tdztv

tyty
dt

tdytv

txtx
dt

tdxtv

z

y

x

=′==

=′==

=′==

&

&

 (1.17b) 

A grandeza do vector velocidade é: 

 [ ] [ ] [ ]222222 )()()()( tztytxvvvtv zyx ′′+′=++=
r

 (1.18) 

1.3.2 Expressão escalar da velocidade 

Considere-se o movimento de 
uma partícula definido pela sua 
trajectória e pela sua equação 
horária. 

Supondo que no instante t a 
partícula está em P, tendo 
percorrido, desde o início da 
contagem do tempo, o arco s. 

No instante t+∆t a partícula 
encontra-se em Q sendo s+∆s o 
arco percorrido. 

Figura 1.5 - Velocidade escalar. 
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Define-se velocidade escalar média no intervalo de tempo ∆t o seguinte 
quociente: 

 
t
sv

∆
∆

=  (1.19) 

e por velocidade escalar instantânea: 

 
dt
dsv =  (1.20) 

(NOTA: Conhecida a velocidade escalar instantânea, poderá obter-se a lei horária pelo seguinte integral: 
∫ ⋅==
t

dttvtss )()( ) 

1.3.3 Relação entre as duas expressões 

(i) Se 
dt
dsv =    e   [ ] [ ] [ ]∫ ⋅′+′+′=

t

dttztytxs 222 )()()(  

então: 

 [ ] [ ] [ ] vtztytx
dt
dsv r

=′+′+′== 222 )()()(  (1.21) 

ou seja, a velocidade escalar é a grandeza do vector velocidade 
instantânea. 

(ii) O vector posição, rv , pode ser escrito em função da abcissa curvilínea s – 
comprimento de arco – e esta, por sua vez, é função do parâmetro t. 
Então: 

 






=

=

)(

)(

tss

srr vv

 (1.22) 

Como por definição dtrdv rr
= , então: 

 
ds
rdv

dt
ds

ds
rdv

rr
r

⋅=⋅=  (1.23) 
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Analisando 
ds
rdr

:        Figura 1.6 

No limite, quando ∆t tende para zero, a corda tende para o arco, donde a 
grandeza de rdr  é igual a ds, isto é: 

 dsrd
ds
rd

s
r

∆t
=⇒==

∆
∆

→

r
rr

1lim
0

 (1.24) 

Então, 

 uv
rd
rdv

ds
rdvv r

r

rr
r

⋅=⋅=⋅=  (1.25) 

Sendo rdrdu rrr
=  o vector unitário com a direcção do vector velocidade 

instantânea. 

1.4 ACELERAÇÃO 

1.4.1 Definição de aceleração 

 

Considere-se o movimento de 
uma partícula, que no instante t 
se encontra em P, com uma 
velocidade (t)vr  e que no 
instante t+∆t está em Q com 
velocidade ∆t)(tv +

r . 

 

Figura 1.7 - Definição de aceleração. 

Define-se aceleração vectorial média (ou vector aceleração média) no 
intervalo [t, t+∆t] ao seguinte quociente: 
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 [ ] t
tv

-ttt
tvttva

tt,tm ∆
∆

=
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−∆+

=
∆+

)(
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)()( rrr
r

 (1.26) 

Designa-se aceleração vectorial instantânea (ou vector aceleração instantânea) 
no instante t (ou no ponto P) ao seguinte vector: 

 2

2

0

)()()(lim)(
dt

trd
dt

tvd
t
tvta

t

rrr
r

==
∆

∆
=

→∆
 (1.27) 

Então, a aceleração vectorial instantânea é a primeira derivada temporal da 
velocidade vectorial instantânea e, consequentemente, a segunda derivada temporal 
do vector posição. 

O sentido do vector aceleração instantânea é sempre para o interior de uma 
trajectória curvilínea. 

As componentes cartesianas do vector aceleração instantânea são as seguintes: 

 

k
dt

zdj
dt

ydi
dt

xd

k
dt
dvj

dt
dv

i
dt
dv

kajaia

dt
rd

dt
vda

zyx

zyx
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r

⋅+⋅+⋅=
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2

2
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2

2

 (1.28a) 

ou, 
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tztz
dt

zd
dt
dva

tyty
dt

yd
dt

dv
a

txtx
dt

xd
dt
dva

z
z

y
y

x
x

&&

&&

&&

 (1.28b) 

A aceleração escalar instantânea (ou seja, a grandeza do vector aceleração 
instantânea) é: 

 [ ] [ ] [ ]222222 )()()( tztytxaaaaa zyx ′′′′+′′=++==v  (1.29) 
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1.4.2 Componentes normal e tangencial da aceleração: componentes 
intrínsecas 

A aceleração vectorial instantânea, 
dirigida para o interior da 
trajectória, pode ser decomposta 
nas duas direcções privilegiadas, 
respectivamente, na direcção 
tangencial e na direcção normal à 
trajectória no ponto considerado. 
 

)tatata nt ()()( rrr
+=  

22)( nt aata(t)a +==
r  

Figura 1.8 - Componentes normal e tangencial da 
aceleração. 

A determinação analítica das componentes normal e tangencial da aceleração 
pode ser efectuada considerando que os vectores velocidade instantânea e 
aceleração instantânea podem ser escritos, respectivamente, da seguinte forma: 

 uvv rr
⋅=  (1.30) 

 
dt
vda
r

v =  (1.31) 

sendo ur  o versor da direcção tangente à trajectória, então, 

 
dt
udvu

dt
dv

dt
)ud(va

r
r

r
v ⋅+⋅=

⋅
=  (1.32) 

onde a primeira parcela tem a direcção do versor ur , ou seja, tangente à trajectória, e 
a segunda parcela tem a direcção do vector dtud r , ou seja, perpendicular ao versor 
ur  e, consequentemente, normal à trajectória. Portanto, a componente tangencial da 
aceleração é definida por: 

 u
dt

sdu
dt
dvat

rrv ⋅=⋅= 2

2

 (1.33) 
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e a componente normal da aceleração é definida por: 

 
ds
udv

dt
ds

ds
udv

dt
udvan

rrr
v ⋅=⋅⋅=⋅= 2  (1.34) 

 

Por definição, o raio de curvatura é o 
inverso da grandeza do vector dsud r , isto é, 

 
ds
ud

R

r
=

1  (1.35) 

portanto, 

 n
R
van

rr
⋅=

2

 (1.36) 

Figura 1.9 - Raio de curvatura. 

Resumindo, a aceleração vectorial instantânea pode ser definida através das suas 
componentes intrínsecas, tangencial e normal, da seguinte forma: 

 nt aaa rrr
+=  ,  com   










⋅=⋅⋅=

⋅=⋅=

n
R
vn

dt
udva

u
dt

sdu
dt
dva

n

t

rr
r

r

rrr

2

2

2

 (1.37) 

1.5 DIMENSÕES E UNIDADES 

As dimensões e as unidades mais utilizadas são: 

[s] = L → 
S.I. – m 
C.G.S. – cm 

[v] = L T-1 → S.I. – m/s 
C.G.S. – cm/s 

[a] = L T-2 → S.I. – m/s2 
C.G.S. – cm/s2 

v
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1.6 HODÓGRAFO DAS VELOCIDADES 

Considere-se o movimento de uma 
partícula relativamente a um 
sistema se eixos Oxyz. Nos 
diferentes pontos da trajectória, a 
partícula tem velocidades 
determinadas, nv,...,v,v rrr

21 .  

Se tirar, por um ponto M, vectores 
equipolentes ao vectores 
velocidade, nv,...,v,v rrr

21 , pode-se 
definir uma curva que passe pelas 
extremidades desses vectores. A 
essa curva dá-se o nome de 
hodógrafo das velocidades. 

Figura 1.10 - Hodógrafo das velocidades. 

Definição de hodógrafo das velocidades: 
É o lugar geométrico das extremidades dos sucessivos vectores velocidade de uma 
trajectória, tirados por um ponto comum, M, do espaço. 

A curva hodógrafo está para as velocidades assim como a trajectória está para 
os vectores posição. 

Calculando as velocidades dos pontos da curva hodógrafo: 

 )(limlim)(
12

12

0 12

ta
dt
vd

tt
vv

t
vtv

tt

h

th
r

rrr
r

==
−
−

=
∆
∆

=
→→∆

 (1.38) 

ou seja, as velocidades dos pontos na curva hodógrafo correspondem à aceleração 
da partícula na trajectória. Portanto, o hodógrafo das velocidades permite conhecer 
a direcção da aceleração. 
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1.7 PLANO OSCULADOR 

Supondo que uma partícula, que 
descreve um movimento, se 
encontra em P no instante t, 
sendo )(tuv  o versor da 
velocidade no instante t; e em Q 
no instante t+∆t, sendo 

)( ttu ∆+v  o versor da velocidade 
nesse instante. 

Figura 1.11 - Plano osculador. 

Sendo )()()( tututtu rrr
∆+=∆+  e tendo em conta que tanto )(tur  e )( ttu ∆+

r  são 
versores (isto é, vectores de norma unitária), então: 

 1)()()( =∆+= tututu rrr  (1.39) 

Portanto, a diferença entre )(tur  e )( ttu ∆+
r  está na direcção. 

Por definição de derivada vectorial tem-se, quando Q tende para P (Q→P): 

 
dt
ud

t
u

t

rr
=

∆
∆

→∆ 0
lim  (1.40) 

como ur  é um vector de grandeza constante (igual à unidade) então dtud r  é 
perpendicular a ur , como se demonstra a seguir: 

 11 2 =⋅=⇒= uuuu rrrr  (1.41a) 

derivando vem: 

 00200)(
=⋅⇒=⋅⋅⇒=⋅+⋅⇒=

⋅ u
dt
udu

dt
udu

dt
ud

dt
udu

dt
uud r

r
r

r
r

rr
r

rr
 (1.41b) 

Uma vez que os vectores ur  e dtud r  são não nulos ( 00 ≠∧≠ dtudu rr ) então: 

 u
dt
ud r
r

⊥  (1.41c) 

isto é, os vectores ur  e dtud r  são perpendiculares. 
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O plano osculador no ponto P é o plano definido pelos vectores ur  e dtud r , 
sendo a sua equação vectorial definida pela seguinte expressão: 

 
dt

tudBtuAtr(t) )()()(
r

rr
⋅+⋅+=π  (1.42) 

Por eliminação dos parâmetros A e B obtém-se a equação cartesiana do plano 
osculador em cada instante: 

 F(x,y,z,t) = 0 (1.43) 

O plano osculador é o plano que melhor se ajusta à curva (trajectória) em cada 
um dos seus pontos. Nele estão contidos os vectores velocidade e aceleração em 
cada instante. 

Se a trajectória é plana, o plano osculador coincide com o plano que contém a 
trajectória. No entanto, em geral, o plano osculador varia com o tempo. 

 

Exercícios de aplicação 
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1.8 REPRESENTAÇÃO GRÁFICA DE GRANDEZAS CINEMÁTICAS 

Viu-se até aqui como definir algebricamente a cinemática da partícula, através 
da sua posição, velocidade e aceleração em qualquer instante. 

As representações gráficas dessas grandezas cinemáticas permitem obter de 
forma prática informações quantitativas. Nos pontos seguintes irão ser referidas 
algumas das representações gráficas mais correntemente utilizadas, nomeadamente: 

– o diagrama espaço - tempo; 

– o diagrama velocidade - tempo; 

– o diagrama aceleração tangencial - tempo; e, 

– o diagrama velocidade - deslocamento. 
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1.8.1 Diagrama espaço-tempo 

A representação gráfica da lei horária 
no sistema de eixos Ost permite 
determinar a velocidade em qualquer 
instante t. Como dtdsv = , então a 
velocidade será igual à inclinação da 
tangente à curva representativa da 
função )(tss =  no ponto considerado. 
Ou seja: 

v = tg θ               (1.44) 
Figura 1.12 - Diagrama espaço-tempo. 

1.8.2 Diagrama velocidade-tempo 

A representação gráfica da função 
)(tvv =  no sistema de eixos Ovt permite 

obter duas grandezas: 

–  a aceleração tangencial; e, 

– o arco, s2-s1, percorrido pela partícula 
entre dois instantes t1 e t2. 
1.8.2.1.1.1.1.1  

Figura 1.13 - Diagrama velocidade-tempo. 

Como dtdvat = , então at é igual à tangente à curva )(tvv = , no ponto 
considerado. Por sua vez, 

 ∫∫∫ =−⇒=⇒=
2

1

2

1

2

1

12

t

t

s

s

t

t

dtvssdsdtv
dt
dsv  (1.45) 

isto é, o arco percorrido pela partícula entre dois instantes quaisquer, t1 e t2, é igual à 
área do diagrama velocidade-tempo limitada por aqueles dois instantes. 
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1.8.3 Diagrama aceleração tangencial-tempo 

Este diagrama permite obter a variação de 
velocidade entre dois instantes de tempo 
quaisquer. 

⇒=⇒= ∫∫
v

v

t

tt dvdta
dt
dva

00

 

∫=−⇒
t

t dtavv
0

0                (1.46) 

Figura 1.14 - Diagrama aceleração tangencial-tempo. 

1.8.4 Diagrama velocidade-deslocamento 

A aceleração tangencial de uma 
partícula no instante t (ponto P) no 
diagrama velocidade-deslocamento é 
dada pelo módulo do segmento AB . 

ds
dvv

dt
ds

ds
dv

dt
dvat ⋅=⋅==    (1.47) 

 

Figura 1.15 - Diagrama velocidade-deslocamento. 

como neste gráfico, 

 
ds
dvtgθ =  (1.48) 

então: 

 ABtgθvat =⋅=  (1.49) 

v
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1.9 CLASSIFICAÇÃO DO MOVIMENTO DA PARTÍCULA 

Irá ser feito de seguida a aplicação dos conceitos abordados anteriormente; 
posição, velocidade e aceleração, em qualquer instante; ao estudo de tipos de 
movimentos que uma partícula pode efectuar. Serão introduzidos ainda, dado o seu 
grande interesse para o estudo do movimento circular, os conceitos de velocidade e 
aceleração angulares. 

A classificação do movimento da partícula pode ser feita quanto à trajectória e 
quanto à aceleração. 

Quadro 1.1 – Classificação dos tipos de movimento da partícula. 

 Tipo de movimento Trajectória 

– movimento rectilíneo – recta 

– movimento circular - circunferência 

– movimento parabólico – parábola 

– movimento helicoidal – hélice 

 

 

– Atendendo à 
trajectória 

– ... – ... 

– movimento rectilíneo e uniforme 
( 0

rr
=a ) 

– movimento uniformemente 
acelerado ( 0>ar ) 

 

 

 

– movimento uniformemente variado 
( constante=ar ) 

– movimento uniformemente 
retardado ( 0<ar ) 

 

 

 

 

– Atendendo à 
aceleração 

– movimento não uniformemente variado 
( constante≠ar , ou seja )(taa rr

= ) 
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1.10 MOVIMENTO RECTILÍNEO E UNIFORME ( 0a
rr

= ) 

Considere-se o movimento de uma partícula que, no instante inicial (t=0), 
possui um vector posição 0r

r  e uma velocidade 0vr  e, no instante genérico t, um 
vector posição )(trr  e uma velocidade )(tvr . 

Se a aceleração é nula ( 0
rr

=a ) o movimento é rectilíneo e uniforme, como se 
demonstra a seguir: 

1º) O movimento é uniforme: v(t) = v0 

 ⇒==⇒== ∫∫ 0)()(0)()(
)(

0 0

rrrrr
r

r

r

tv

v

t

tvddtta
dt

tvdta  

 tvrtrtvrtr ⋅+=⇒−⋅=−⇒ 0000 )()0()( rrrrrr  (1.50) 

2º) O movimento é rectilíneo (a trajectória é uma recta) 

 ⇒=⇒== ∫∫
(t)r

r

t

trddtvv
dt

trdtv
r

r

rrr
r

r

0

)()()(
0

00  

 tvrtrtvrtr ⋅+=⇒−⋅=−⇒ 0000 )()0()( rrrrrr  (1.51) 

 

Esta é a equação vectorial de uma recta 
cujo ponto genérico Q(t) é referenciado 
pelo vector posição instantâneo )(trr . A 
direcção desta recta é a direcção do vector 

0vr  o qual é instantaneamente escalado 
(multiplicado) pelo instante considerado t. 

 
Figura 1.16 – Movimento rectilíneo. 
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1.11 MOVIMENTO UNIFORMEMENTE VARIADO ( 0constantea
rr

≠= ) 

Considere-se o movimento de uma partícula possuindo, no instante t=0, um 
vector posição 0r

r  e uma velocidade 0vr  e, no instante genérico t, um vector posição 
)(trr  e uma velocidade )(tvr . 

Se este movimento é realizado com uma aceleração vectorial instantânea 
constante não nula, as características deste movimento são: 

− a trajectória é plana; 

− o movimento é parabólico (a trajectória é uma parábola). 

1.11.1 Lei das velocidades e das posições instantâneas  

i) atv(t)v rrr
⋅+= 0  (1.52) 

ii) atvtr(t)r rrrr
⋅⋅+⋅+= 2

00 2
1  (1.53) 

Demonstração: 

i) ⇒=⇒⋅=⇒= ∫∫
t(t)v

v

dtatvddtatvd
dt

tvda
00

)()()( rrrr
r

r
r

r
 

atvtvt-av-tv rrrrrr
⋅+=⇒⋅=⇒ 00 )()0()(  

ii) ∫∫ =⇒⋅=⇒=
ttr

r

dttvtrddttvtrd
dt

trdtv
0

)(

)()()()()()(
0

rrrr
r

r
r

r
 

                como    atvtv rrr
⋅+= 0)(  

⇒⋅+=−⇒ ∫
t

dtatvrtr
0

00 )()( rrrr  

⇒−⋅+−⋅=−⇒ )0(
2

)0()( 22
00 tatvrtr

r
rrr  

atvtrtr rrrr
⋅⋅+⋅+=⇒ 2

00 2
1)(  
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Portanto, a equação vectorial das posições instantâneas representa uma 
equação vectorial do segundo grau em ordem a t, cujas equações cartesianas e as 
equações paramétricas serão determinadas de seguida. 

1.11.2 A trajectória é plana 

Recorrendo ao conceito de plano osculador e à sua equação vectorial 
instantânea; 

 )()()(π taBtvAtr(t) rrr
⋅+⋅+=  (1.54) 

Considerando as equações, (1.52) e (1.53), do movimento em questão, vem: 

 ( ) ⇒⋅+⋅+⋅+





 ⋅⋅+⋅+= aBatvAatvtr(t) rrrrrr

0
2

00 2
1π   

 ( ) ⇒⋅





 ⋅+⋅++⋅++=⇒ attABvtAr(t) rrr 2

00 2
1π   

 

 akvkr(t) rrr
⋅+⋅+=⇒ 2010π  (1.55)  

onde k1 e k2 são multiplicadores e 0r
r , 0vr  e ar  são vectores constantes no tempo. 

Logo, o plano osculador será sempre o mesmo em qualquer instante, sendo 
definido, no ponto caracterizado por 0r

r , a partir dos dois vectores constantes 0vr  e 
ar . 

Logo, como o plano é constante no tempo, a trajectória é plana, e o plano do 
movimento coincide com o plano osculador. 

1.11.3 A trajectória plana é parabólica 

Como a trajectória é plana, para facilidade de dedução considera-se que o 
sistema de eixos de referência é escolhido de forma que o plano osculador (ou o 
plano da trajectória) coincide com o plano Oxy. Deste modo, as componentes 
segundo o eixo Ox são nulas. Considera-se ainda que o eixo Oy é paralelo ao vector 
ar . 

k1 K2
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Na figura ao lado, O"x"y"z" é o 
referencial global, O'x'y'z' é um 
referencial paralelo ao geral e cuja 
origem coincide com o ponto 
representativo da posição inicial. 
O referencial Oxyz é o referencial 
referido no parágrafo anterior, 
onde o plano Oxy coincide com o 
plano da trajectória e o eixo Oy é 
paralelo ao vector aceleração ar . 
1.11.3.1.1.1.1.1  

Figura 1.17 – Movimento uniformemente variado. 

Escrevendo os vectores constantes 0r
r , 0vr  e ar , em relação ao referencial Oxyz, 

fica: 

 

( )
( )

( )








−=

⋅=

==

00

0,cos

0000

00

0

a,,a

αsenα,vv

,,r

r

r

rr

 (1.56) 

ou seja, como atvtr(t)r rrrr
⋅⋅+⋅+= 2

00 21  então: 

 ( ) ( ) ( )00
2
10,cos0 2

0 a,,ttαsenα,vzy,x, −⋅⋅+⋅⋅+=
r

 (1.57) 

As equações paramétricas da trajectória são então: 

 








=

⋅⋅−⋅⋅=

⋅⋅=

0
2
1

cos
2

0

0

z(t)

attsenαvy(t)

tαvx(t)

 (1.58) 

As equações cartesianas obtêm-se eliminando o parâmetro t, vindo: 

 


















⋅

⋅⋅−
⋅

⋅⋅=

⋅
=

2

00
0

0

cos2
1

cos

cos

αv
xa

αv
xsenαvy

αv
xt

 (1.59a) 
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A equação cartesiana, no plano Oxy, é: 

 22
22 cos2

1 xBxAx
αv

atgαxy(x)
o

⋅+⋅=⋅
⋅

⋅−⋅=  (1.59b) 

 

Ou seja, a equação cartesiana da trajectória é um polinómio de segundo grau, isto é, 
uma parábola. Logo, a trajectória de um movimento uniformemente variado de 
aceleração constante não nula é parabólica. 

Este é o tipo de movimento de qualquer projéctil lançado no espaço num 
campo gravítico em que se despreza qualquer tipo de resistência aerodinâmica e 
atrito. 

Exercícios de aplicação 

 

A B 
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1.12 VELOCIDADE E ACELERAÇÃO ANGULARES 

1.12.1 Definições 

No intervalo de tempo [t, t+∆t] há 
uma variação angular espacial ∆θ 
entre os vectores posição referidos 
aos limites dos intervalos. 

Designa-se velocidade angular mé-
dia no intervalo de tempo [t, t+∆t] 
ao escalar: 

[ ] t
θω

tt,tm ∆
∆

=
∆+         (1.60) 

Figura 1.18 – Variação angular do movimento. 

Designa-se velocidade angular instantânea no instante t, ao limite da 
velocidade angular média quando ∆t tende para zero (∆t→0), isto é: 

 )()(lim)(
0

tθtθ
dt
dθ

t
θtω

t
&=′==

∆
∆

=
→∆

 (1.61) 

De forma idêntica se define aceleração angular média como sendo o escalar, 
no intervalo de tempo [t, t+∆t], dado por: 

 [ ] t
ωα

∆tt,tm ∆
∆

=
+  (1.62) 

e, aceleração angular instantânea no instante t como sendo o escalar dado por: 

 )()(lim)(
0

tωtω
dt
dω

t
ωtα

∆t
&=′==

∆
∆

=
→

 (1.63) 

Considerando ainda a expressão (1.61), de definição de velocidade angular 
instantânea, a aceleração angular instantânea pode também ser expressa por: 

 )()( 2

2

tθ(t)θ
dt
θd

dt
dθ

dt
d

dt
dωtα &&=′′==






==  (1.63) 
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1.12.2 Dimensões e unidades 

As dimensões e as unidades mais usuais destas duas grandezas cinemáticas 
são: 

[ω]=T-1 → 














−

−

(r.p.m.) /minrevoluções nº-

/srevoluções nºoutros

rad/sC.G.S.eS.I.

 

[α]=T-2 → 








2

2

/srevoluções nº-outros

rad/s-C.G.S.eS.I.
 

1.12.3 Componente radial e transversal da velocidade: componentes intrínsecas 
ou polares 

A velocidade e a aceleração angulares 
são conceitos bastante úteis para definir 
movimentos gerais curvilíneos, através 
de coordenadas não (necessariamente) 
cartesianas. 

Considerando a figura 1.19, 
representando uma partícula a descrever 
um movimento qualquer, o vector 
velocidade instantânea, )(tvr , pode ser 
decomposto em duas componentes: 

Figura 1.19 – Componente radial e transversal 
da velocidade. 

– velocidade radial, )(tvr
r , na direcção do vector posição )(trr ; 

– velocidade transversal, θvr , na direcção normal ao vector posição e 
pertencente ao plano definido pelos vectores posição, )(trr , e velocidade, 

)(tvr . 

Então, 
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 )()()( tvtvtv r θ

rrr
+=     e    22

θvvv r +=  (1.64) 

como 

 
dt
rdv
r

r
=     e    err rr

⋅=  (1.65) 

sendo er  o versor da direcção do vector posição, logo: 

 ( )
dt
edre

dt
drer

dt
d

dt
rdv

r
rr

r
r

⋅+⋅=⋅==  (1.66) 

Ora, edtdr r
⋅  tem a direcção do vector posição porque er  é o versor dessa direcção; 

e, dtedr r
⋅  tem a direcção normal porque o vector dtedr  é perpendicular ao versor 

er  (de facto, se er  é versor então: 

 ( ) ( ) 01 ==⋅
dt
dee

dt
d rr  (1.67a) 

aplicando a propriedade da derivada do produto de duas variáveis, vem: 

 ( ) e
dt
edee

dt
d r

r
rr

⋅=⋅ 2  (1.67b) 

tendo em conta a equação (1.67a), a derivada deste produto é igual a zero, então, 

 e
dt
ede

dt
ed r

r
r

r
⊥⇒=⋅ 0  (1.67c) 

como se pretendia mostrar). 

Calcule-se 
dt
edr : 

Os versores dos sucessivos vectores posição 
em diferentes instantes são unitários, por isso, 
a linha que une os extremos desses vectores é 
uma circunferência de raio unitário. De acordo 
com a figura 1.20, 

θθθ ∆=∆⋅=∆⋅=∆ 1' es r         (1.68) 

Figura 1.20 – Versores em diferentes instantes. 
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Quando ∆t→0: 

 eddeds
tt

rr
==∆=∆⋅=

→∆→∆
θθθ

00
limlim'  (1.69) 

ou seja, quando ∆t→0 a corda tende para o arco, donde: 

 ωθ
===

dt
d

dt
ed

dt
ed

rr

 (1.70) 

como 

 en
dt
ed

dt
ed r

rr
⋅=  (1.71) 

então: 

 en
dt
ed r
r

⋅=ω  (1.72) 

e ainda como, 

 















⋅=

⋅+⋅=

+=

e

r

n
dt
ed

dt
edre

dt
drv

vvv

r
r

r
rr

rrr

ω

θ

e

e  (1.73) 

então, as componentes radial e transversal podem ser obtidas por: 

 








⋅⋅=

⋅=

e

r

nrv

e
dt
drv

rr

rr

ωθ

 (1.74) 

De igual forma, pode-se obter as componentes intrínsecas da aceleração (isto 
é, a aceleração radial e a aceleração transversal): 

 nt aaa rrr
+=  (1.75) 

em que, 



Cinemática da partícula 

34 

 










⋅=

⋅=

n
R
va

u
dt
dva

n

t

rr

rr

2
 (1.76) 

Sendo, 

dt
vda
r

r
=                 (1.77) 

e 

enre
dt
rd

dt
edre

dt
rdv

rr
r

r
r

r
r

⋅⋅+⋅=

⋅+⋅=

ω
    (1.78) 

 

Figura 1.21 – Componentes intrínsecas da aceleração. 

Então, 

 





 ⋅⋅+⋅= enre

dt
dr

dt
da rrr ω  (1.79a)  

 
dt
ndrn

dt
drn

dt
dr

dt
ed

dt
dre

dt
rda e

ee

r
rr

r
rr

⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅+⋅= ωωω2

2

 (1.79b) 

como, 

 en
dt
ed r
r

⋅=ω  (1.80) 

e como, 

 e
dt
nd

ra

dt
d

e
dt
ndedd

e

e

r
r

rv

r
r

r

⋅−=⇒














=

⊥=

ωωθ

θ

 a contrário sentido   tem

        e        

 (1.81) 



Capítulo 1 

35 

então, 

 en
dt
dr

dt
drer

dt
rda rrr

⋅





 ⋅+⋅⋅+⋅








⋅−=

ωωω 22
2

2

 (1.82) 

como 

 αω
=

dt
d  (1.83) 

e 

 θaaa r
rrr

+=  (1.84) 

então as componentes de aceleração radial, rar , e transversal, θar , definem-se como: 

 











⋅





 ⋅+⋅⋅=

⋅







⋅−=

e

r

n
dt
dr

dt
dra

er
dt

rda

rr

rr

ωω

ω

θ 2

2
2

2

 (1.85) 

Note-se que: 

1) No caso do movimento rectilíneo, se for considerado o centro do 
referencial sobre o eixo do movimento, não haverá variação angular 
(ω=0) e, então: 

 rvv rr
=  (1.86) 

ou seja, a velocidade tem a direcção do eixo do movimento e, 

 
dt
ds

dt
drv ==  (1.87) 

2) No caso do movimento circular, se for considerado o centro do 
referencial no centro do círculo, a grandeza de rr  é constante e 

0=dtdr  e, então, 

 θvv rr
=  (1.88) 
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ou seja, a velocidade é sempre perpendicular ao raio definido pelo 
vector posição e tem a grandeza rv ⋅=ω . 

1.13 MOVIMENTO CIRCULAR 

Viu-se anteriormente que o movimento de uma partícula pode ser descrito a 
partir da lei horária e da equação cartesiana da trajectória ou a partir do vector 
posição da partícula em qualquer instante. 

Partindo das duas abordagens anteriores, irá ser definida uma terceira forma de 
definir cinematicamente o movimento circular de uma partícula em qualquer 
instante através do conceito de vector velocidade angular. 

1.13.1 Descrição através da trajectória e da lei horária 

– Posição: Uma vez que o movimento é circular, está implícito o 
conhecimento da trajectória. A posição em qualquer 
instante é conhecida porque também é conhecida a lei 
horária, s = s(t). 

– Vector velocidade: - sentido: é o da progressão do movimento associado à 
evolução crescente dos arcos; 

  - direcção: tangente à trajectória (portanto, à 
circunferência) no ponto considerado; 

  - grandeza: o valor da velocidade escalar instantânea é: 

[ ]=⋅== )()()( tR
dt
d

dt
tdstv θ  

)()( tR
dt

tdR ωθ
⋅=⋅=         (1.89) 

   sendo R o raio da trajectória que, neste caso, 
é constante dado que o movimento é 
circular. 
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– Vector aceleração: Na definição do vector aceleração, há dois casos a 
considerar: 

1º) O movimento é circular uniforme: ω = constante 









⋅==

=⋅==
⇒=

2
2

0
0

ω

ω

R
R
va

dt
dR

dt
dva

dt
dw

n

t

         (1.90) 

ou seja, a aceleração é puramente radial (ou 
normal) com: 

- sentido: para o interior da trajectória; 

- direcção: do vector posição (que é o raio do 
círculo formado pela trajectória), isto 
é, perpendicular ao vector velocida-
de; 

- grandeza: Raa n ⋅== 2ω . 

2º) O movimento é circular variado: ω ≠ constante 

[ ]









⋅==

⋅=⋅=⋅==

2
2

)(

ω

αωω

R
R
va

R
dt
dRtR

dt
d

dt
dva

n

t

 







⋅⋅=

⋅⋅=

nRa

uRa

n

t

rr

rr

2ω

α
  (1.91) 

- sentido: para o interior da trajectória; 

- direcção: é a que resulta da soma dos vectores 
tar  (com direcção do vector posição) 

e nar  (com direcção transversal ou 
normal à anterior); 

- grandeza: 4222 ωα +⋅=+= Raaa nt . 
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1.13.2 Descrição através do vector posição 

Considerando uma partícula que descreve um 
movimento circular no plano Oxy e supondo que essa 
partícula inicia o movimento no ponto (R, 0), o que 
não constitui perda de generalidade uma vez que o 
sistema de eixos pode ser escolhido de forma a que 
isso aconteça. 

Nestas condições, o vector posição pode ser definido 
por: 

Figura 1.22 – Movimento circular 
de uma partícula. 

Nestas condições, o vector posição pode ser definido por: 

 jtyitxtr
rrr
⋅+⋅= )()()(  ;   com   







⋅=

⋅=

)(sen)(

)(cos)(

tRty

tRtx

θ

θ
 (1.92) 

 

portanto, 

 jtsenRitRtr
rrr
⋅⋅+⋅⋅= )()(cos)( θθ  (1.93) 

com nciacircunferê da raio== Rrr . 

Considere-se agora os dois casos já referidos anteriormente, conforme a 
velocidade angular é constante ou variada: 

1º) O movimento é circular uniforme: ω = constante 

Dado que: 

 ⇒⋅=⇒= dtd
dt
d ωθθω   

 ttdtd
t

o

⋅=⇒−⋅=⇒=⇒ ∫∫ ωθωθωθ
θ

)0(
0

 (1.94) 

– posição: a posição da partícula fica definida em cada instante por: 
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 jtRitRtr
rrr
⋅⋅⋅+⋅⋅⋅= )(sen)cos()( ωω  (1.95) 

– vector velocidade: 

 jtRitR
dt
rdtv

rrr
r

⋅⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅−== )cos()(sen)( ωωωω  (1.96) 

 a grandeza do vector velocidade é: 

 [ ] ωωωω ⋅=⋅+⋅⋅= RttRtv )(cos)(sen)( 2222r  (1.97) 

 como já se tinha constatado; e, 

[ ] [ ])(sen),cos()cos(),(sen tRtRtRtRrv ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−=⋅ ωωωωωωrr  

)cos()(sen)cos()(sen 22 ttRttR ⋅⋅⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅⋅−= ωωωωωω  

rv rr
⊥⇒= 0   (1.98) 

– vector aceleração: 

[ ]=⋅⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅−== jtRitR
dt
d

dt
vdta

rrr
r )cos()(sen)( ωωωω  

=⋅⋅⋅⋅−⋅⋅⋅⋅−= jtRitR
rr

)(sen)cos( 22 ωωωω  

[ ]=⋅⋅⋅+⋅⋅⋅−= jtRitR
rr

)(sen)cos(2 ωωω  

)(2 trr⋅−= ω   (1.99) 

donde se conclui que o vector aceleração tem a direcção do vector 
posição e sentido contrário desse vector, isto é, a aceleração coincide 
com a aceleração normal: 

 naa rr
=  ,  com grandeza  Raaa n ⋅=== 2ωr  (1.100) 

 

Conclusão: Quando o movimento é circular e uniforme, a aceleração total 
coincide com a aceleração normal, que também se chama aceleração 
centrípeta. 
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Note-se que a designação movimento circular uniforme é imprópria já que 
existe aceleração. A designação refere-se ao facto da grandeza da velocidade ser 
constante, constante=⋅= Rv ω , donde resulta que a partícula percorre espaços 
iguais em tempos iguais. 

2º) O movimento é circular variado: ω ≠ constante 

Como ω não é constante, não é possível explicitar θ como função de t 
sem conhecer a função ω = ω(t). Assim: 

– posição: jtRitRtr
rrr
⋅⋅+⋅⋅= )(sen)(cos)( θθ  (1.101) 

– vector velocidade: 

 jt
dt

tdRit
dt

tdR
dt

trdtv
rrr

r
⋅⋅⋅+⋅⋅⋅−== )(cos)()(sen)()()( θθθθ  (1.102a) 

 como dtdθω = , então: 

 jttRittRtv
rrr
⋅⋅⋅+⋅⋅⋅−= )(cos)()(sen)()( θωθω  (1.102b)  

 A grandeza deste vector é: 

 [ ] ωθθω ⋅=+⋅== RRvv 2222 cossenr  (1.103) 

 como já se tinha visto anteriormente. Este vector tem a direcção 
perpendicular ao vector posição (como também já se viu): 

 [ ] [ ]θθθωθω sen,coscos,sen ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−=⋅ RRRRrv rr  

 θθωθθω cossencossen 22 ⋅⋅⋅+⋅⋅⋅−= RR  

 rv rr
⊥⇒= 0  (1.104) 

– vector aceleração: 

[ ]=⋅⋅⋅+⋅⋅⋅−== jtRitR
dt
d

dt
tvdta

rrr
r (t)cos)((t)sen)()()( θωθω  
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=⋅



 ⋅⋅+⋅⋅−+

+⋅



 ⋅⋅−⋅⋅−=

jt
dt

tdRttR

it
dt

tdRttR

r

r

)(cos)()(sen)(

)(sen)()(cos)(

2

2

θωθω

θωθω
 

[ ]
[ ]jtRitR

dt
td

jtRitRt
rr

rr

⋅⋅+⋅⋅−⋅+

+⋅⋅+⋅⋅⋅−=

)(cos)(sen)(
)(sen)(cos)(2

θθω
θθω

 (1.105) 

 como: 

 jtRitRtr
rrr
⋅⋅+⋅⋅= )(sen)(cos)( θθ  (1.106a) 

 jtRitRtv rrr
⋅⋅+⋅⋅−= )(cos)(sen)( θθ

ω
 (1.106b) 

 
dt
dωα =  (1.106c) 

 então, 

 vrta rrr
⋅+⋅−=

ω
αω 2)(  (1.107) 

1.14 VECTOR ROTAÇÃO OU VECTOR VELOCIDADE ANGULAR, ωr  

1.14.1 Definição 

O vector rotação, ou vector velocidade angular ωr , é um vector sem existência 
físico-matemática, sendo um operador matemático que foi definido com o objectivo 
de permitir uma descrição geral, e simultaneamente prática, dos movimentos 
circulares. 

O vector rotação é definido por: 

– direcção: normal ao plano da trajectória; 

Figura 1.23 – Sentido do vector rotação 
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– sentido: o da progressão de um saca-rolhas que gire no sentido do 
movimento; 

– grandeza: igual à velocidade angular, ω(t). 

De igual modo, poderá ser definido o vector fictício de aceleração angular 
como sendo: 

 [ ] ktk
dt

tdkt
dt
d

dt
tdt

rrrr
r

⋅=⋅=⋅== )()()()()( αωωωα  (1.118)  

1.14.2 Descrição do movimento circular através do vector rotação 

Considere-se uma partícula em 
movimento circular, sendo P o ponto 
em que a partícula se encontra no 
instante t e rr  o vector posição em 
relação a um referencial com origem no 
centro da circunferência. 

Figura 1.24 – Vector rotação, ωr . 

– posição: uma vez que é conhecida a trajectória (circular) e a velocidade 
angular, ω, a posição pode ser definida obtendo primeiro o 
ângulo de rotação θ: 

 ∫ ∫ ⋅=⇒=⇒=
t

tddt
dt
d

0 0

ωθθωθω
θ

 (1.119) 

uma vez conhecido o ângulo de rotação, é possível definir a lei 
horária: 

 )()( tRtss θ⋅==  (1.120) 

– vector velocidade: o vector velocidade é dado por: 

 rv rrr
×=ω  (1.121) 

Veja-se que assim é: 



Capítulo 1 

43 

• a direcção do vector rrr
×ω  é perpendicular ao plano definido 

pelos vectores ωr  e rr  e, portanto, com direcção perpendicular 
à trajectória. 

• o sentido é dado pela progressão de um saca-rolhas quando 
ele roda (de acordo com a definição de produto vectorial) do 
primeiro vector, ωr , para o segundo vector, rr . 

• a grandeza do vector rrr
×ω  é: 

 βωω sen⋅⋅=× rr rrrr  (1.122) 

 como 1sen90 =⇒=⇒⊥ ββω orr r , portanto:  

 rrr ⋅=⋅=× ωωω rrrr  (1.123) 

 ou seja, tem a mesma grandeza que a da velocidade escalar 
instantânea de uma partícula em movimento circular. 

– vector aceleração: 

 ( ) =×+×=×==
dt
rdr

dt
dr

dt
d

dt
vda

r
rr

r
rr

r
r ωωω   

 rvr
dt
dv rrrrr
r

rr
×+×=×+×= αωωω  (1.124) 

 Ora, como tn aaa rrr
+= , então fica provado que: 

 






×=

×=

ra

va

t

n

rrr

rrr

α

ω
 (1.125) 

 Vai-se ver agora como se pode redefinir a componente 
normal, nar , e a componente transversal, tar , da aceleração: 

• van
rrr

×= ω  

 rrrrv rrrrrrrrrrrr
⋅−=⋅⋅−⋅⋅=××=× 2)()()( ωωωωωωωω  (1.126) 

 Já atrás se tinha visto que ra rr
⋅−= 2ω . 



Cinemática da partícula 

44 

• r
dt
dat

r
r

r
×=

ω  

 ( )
dt
kdk

dt
dk

dt
d

dt
d

r
rrr

⋅+⋅=⋅= ωωωω  (1.127a) 

 como 0
rr

=dtkd , vem: 

 k
dt
d

dt
d rr

⋅=
ωω  (1.127b) 

 ou seja, os vectores dtdωr  e ωr  são paralelos. Viu-se ainda 
que rv rrr

⋅−=× 2ωω , donde: 

 vr rrr
×⋅−= ω

ω 2

1  (1.128) 

 então: 

 =





 ×⋅−×=× v

dt
dr

dt
d rr

r
r

r

ω
ω

ωω
2

1  

 ( ) =××⋅−= v
dt
d rr
r

ωω
ω 2

1  

 =







⋅





 ⋅−⋅






 ⋅⋅−= v

dt
dv

dt
d rr

r
rr

r

ωωωω
ω 2

1  

 vv
dt
d rr

⋅=⋅⋅⋅=
ω
αωω

ω 2

1  (1.129) 

 tal como se tinha visto anteriormente, a componente 
tangencial da aceleração é dada por: 

 vat
rr
⋅=

ω
α  (1.130) 
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Exercícios de aplicação 
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